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���������,���&�����.���H�{�&�����6�.�/���/���@�6�6�/�����J���������7��������� �k¡7¢����/��£������.�F�����R�.��¤��¥���k�
�6�}��¦)�/�§���7���&�g���/¨D�b�������7�ª©��:�«�§���.���b�.�&¬¢��ª¦:��¥�7�����&���(�6�6�/���D¢��.���g�.�®�����.������¯°�������6��¡6±
�b�����)�������/�7�&�¥�§�§�����b�>�²�¥³���¨D�/�&������´0µ��.���k�������¥�§���:��¥�.���N¦)¶)�§�§�>���&�.���·�6�.�/���/���@�6�6���.�.�
�«���/���.���g����¬¢g���¥�"���)�¥���s�6���&���:�&�D¸��b���b�D�6�/�s���)¨D�/�7�6�����°�6�/�º¹§�
�/���
i:�s�
�k�/j"������»�	����¼¥��½7�
���6���6�����·�>���&�.�

gµν
�6�/�D�����.�7´s¾B�����{�&���)���&¿{��À�&¢����b���.�B¢��/�&���7��´ºµ����}���"�/�6�/�6�����/£)���¥³$���b�u¤����6±

�.�����/���/�§���:�

(ds)2 =gµνdxµdxν

£7��Á��&�.¬¢��6�.�F¾��¥���(±«Â"�����/£"Ã�´ Ä°´ ��´ � \ ¨B���F�k�b�����0�/�����²¿¥�.�Å�}Æ

(ds)2 = −(dt)2 + (a(t) · dΩ3)
2

µ°�¥�"�������«�
a(t)

������������´º¦)�{�����/�6�²�¥�:���b�B���7�
dΩ3

�À�&���.�����6�/�@Ç{±È�6����´É���«�����&��Á"���R¾��¥���
�����/£6�6�/�����.¬¢�£��«���/�������H�¥���«��¬¢��6���}�«�/���������.���/�!Ê7�:�&���b����Ë¥±È�6�.�R´É¾������Ì�§����¾��������7�

b�/�����b���"�>�����>���b����Í²���.��¢��HÎ.Ï>ÐkÑÒ£6�/�

(dΩ3)
2 = (dr)2

1− r2

b2

+ r2(sin2θ · dϕ2 + dθ2)

���&���.�6�}´�µ����(���B�k���.�¥���6�.�g����Ó"��	b���/�
��Ô«1���ibhs��	"Ô&Õ®�6�	��hÖ���

(ds)2 = −(dt)2 + a2(t) ·
{

(dr)2

1−Kr2 + r2(sin2θ · dϕ2 + dθ2)
}

K ≡ 1
b2
�b������¢����/���.���6���$©F�&¡��§�g�7���(����´�µ�����×��.�6Ø7��³ª�6�/�B���Ù�����.���/�&�����

�b���&¢����&�&�&¬¢��/�7�6���H×u�����&���.���¥�6�É�6�.�$�@�>�&���.�H±u�´ ¢�´u���6�s�6�.�$©F�&¡��§�g�����
K
���7���6�.�

�/�������.�.¬¢��F×��:�À¨B��¬�)�����7�(�b���b���"�����6���¬¢R�6�/�·¦)�{�¥�.���6�²���b�&���
a(t)

±�¨B����J�����&¬¢@�6�.�
�������>������
�/j"���YÚÛ�7ib�s��i:���kj"��*����

Rµν − 1
2Rgµν + Λgµν = 8πGTµν

���/¨�´��.�Ü¾���¢��§�����6�/��¾B���"�����&������±ÞÝÖ�¥�.���/�«±È�@�>�&���.��£>�¥���«�B�6�}��©��b���§���.�������&¬¢������u���.�����.Á7�/£
�6�7�&¬¢��6�.��Ú0	�����
��������Ô�ßu�7�������	�@¯°�.����¬¢:�7�����/�

( 1
a

da
dt )2 = 8πG

3 ρ − K
a2 + Λ

3

1
a

d2a
dt2 = − 4πG

3 (ρ + 3p) + Λ
3

�"�/�«���.�§�$�/´ ] ¸s¡�¢������H�¥���)���R�����$à��������.�>�k���7�b�&���b�
H ≡ 1

a
da
dt

���.��£7���§���&¢7¿¥���B�§���

\ U7áãâåäÉT6æèçâåéèê�ëÒæèì�ç&íèáãëÒâ°î}ä«æsï�äÀá í�ðÀñ
g00 = −1

áãéèí�ê�æèäÀá�ò�óôåõãö{çæÀ÷
]&ø çé$ù
ëÒéÞìBëÒõãëÒúÒáãéèûüôåä�ý�æ²áãâåðÀáãþ·áãìBþåõãáãðÀáãä«ækí�çñ}ûüô:ÿ�î{ç��JîåäÀæ�U�âåäÀæ²úÒáãä�����ìBþåñåõãé�T6äÀâåéèëÒæ

Tµν = (ρ +
p)uµuν + pgµν

îåáãäuV{ëÒæèì�äÀáãâåäÀæºáãî}ä�çõãäÀâ�V�õ��åéèéÞáãú	�ÒäÀá ísö¥äÀéÞá íèðÈí�÷
ρ
äÀâ>íÞéèþåæ²áãûüô�í�î}ä«æºU�âåäÀæ²úÒáãä«î}áãûüô�íèäÒÿ

p
îåäÀìø æ²ñåû
�¥÷
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H2 = 8πG
3 ρ − K

a2 + Λ
3���/¨�´

K ≡ ȧ2ΩK = ȧ2 (Ωm + ΩΛ − 1)�§���

Ωm ≡ 8πG
3H2 ρ

ΩΛ ≡ Λ
3H2

×��.���$¿�b�7���{�¥�.���:�&�F¸7���&�g���.�.���&�����§�6���¬¢J�/������©����:���.�)�����&¿{��«�b���/�.¬¢)���7�JÍÀÏb´�à�����Á6�&�&�{�&�
�6�/���0¢����&�§�6�6¶)�7�¥�§�.�6ÑD�/��¢7¿��Å�B�H�¥���6���¬¢�µ����"�/���/�:�&�{�&���b�@�6���B�/�&�«���/�
¸7���.�/�6�H�����6±È¤����H���Å�&����¯°���/�.¬¢)���7�(����¬¢��6����Â"�/�Å�

(da
dt )2 = 8πG

3 a2ρ − K + Λ
3 a2

2 · da
dt · d2a

dt2 = 8πG
3

(

2aρda
dt + a2 dρ

dt

)

+ 2Λ
3 a · da

dt

1
a · d2a

dt2 = 4πG
3

(

2ρ + a
ȧ

dρ
dt

)

+ Λ
3

�����J�b���/�.¬¢��«�������/�!�§�����6���°Â�¨D�/�Å�&���

−(ρ + 3p) = 2ρ + a
ȧ

dρ
dt

dρ
dt = −3 · H(t) · (ρ + p)

Â"�7��ÄD�}�À�&���§�������H�6���B�/�������.�.¬¢7����×��:�À¨B�.¬�)�.�����
a(t)

�.�b�&���b���.�����Û�H���������}�«�$¯°�.����¬¢:�7���
���:�&�����6�/�B���7�&¿{�&���.�.¬¢��/�R�����7��¢��§�����.������Â"���À��¥�7�������.����¬¢)�����(�6����¸7���&�

p = ωρ
�§�Å�

ω = const.

∫

dt 1
ρ

dρ
dt = −3 · (1 + ω) ·

∫

dt 1
a

da
dt

=⇒ ρ ∝ a−3·(1+ω)

µ�´ ¢�´��6���¬¢J�/������×u�.¬¢)����� � �¥�6�
ρ(t0) = ρ0

�«�{¨B�.�
a(t0) = a0 = 1

���&¢7¿¥���B�H�¥�

ρ = ρ0a
−3·(1+ω)

ω
�.�«��¢��.���&���/��������6�/���·�{�&���&�����k���&�Ì�¥��¢�¿¥���b����£)���H���¥³§���.¬¢���¨Û����¸º¿����.�F���:������&¬¢������6���

�����&�«�/�

ω = 0
Æ ¸s¡�������¬¢:�«±ü���/�.�¥���.�:���«������¬¢��°�·�{�&���&���b£6���/�7�¥���:��¦:��¥����Æ

p = 0
£
ρ ∝ a−3

ω = 1
3

Æ ¸s¡�����������{±ü�&�����{���.�)�.�«�����&¬¢����·�¥���/���.�F�)������¦)��¥¢��.������Æ
ρ ∝ a−4

�&ø áãä«éèäÉU�áãûÞô/ñåâ}úÛö¥äÀæ��åû �/éèáãûüô�íèáãúí
ä«ö¥äÀâ}ê.çõãõãéîåäÀâ°X�äÀá íèæÞçú"!>ëÒâ
Λ
ðÀñåæ�U�âåäÀæ²úÒáãäÀîåáãûüô>íÞäÒ÷���â�îåäÀæ�#)á íèäÀæÞç&íèñåæ

ò�áãæèîJîåáãäÀéÞäÀæ°X�äÀá íèæÞçúHëêÅíèì�çõãé�î}ñåæèûÞô�îåäÀâ�ðÀñåéüó&íèðÀõãáãûüôåäÀâ@V¥çõãõ
ω = −1

ÿ
çõãéèë
p = −ρ

ñåâåî
ρ = ρΛ

ÿ
çöåúÒäÀîåäÀû
�>í�÷
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�����������.���/�§���.���/�B¾B�}�«�7�Å��{����¿¥³¥������¬¢��7���B¢��.����¥���0����¨Û���7�������F�b�b���(�b���b������¬¢7���@�6�6�/���
���.�����§�����6���R�k�b���b���7�6�/�R�����/��¯°���/�.¬¢)�����b���R���}��¬¢7���/���"����Æ

H2 = 8πG
3 ρ − K

a2 + Λ
3

dρ
dt = −3 · H(t) · (ρ + p)

ρ = ρ0a
−3·(1+ω) fuer ω ∈

{

0; 1
3

}

LJo�n}~�o"t²o&%�xèn('*)sr,+(r:o.-ºm/'*)�0/|sw1%"r)wu�

2���¢����/�!�&¿¥�$�&����¬¢���3È���k���&�§�¥���.�����/�H¡��"���0�6����×��:�À¨B�.¬�)�.�����g���/�Û�����.���/�&�����H���b�����¥���b���
�.�·¸��b���Ù���b�@���.���:���&���H�¥�b���>�&�.�&¬¢��/��¦:����¥¢��.�����!���@���7�/£"¨D�}�«¢7�����·�����&���·�����«���&�������7���ª�.�
�6�/������Ó"��	b���/�
��Ô«1���ibhs��	"Ô&Õ®�6�	��h��b���@�b����������¿¥���/����¬¢�����ÄÛ�}�6���6�&�����ª���«�/´�¯°��¢:�°�§���
�b���

(ds)2 = 0
�¥���0���7�R¨Û¿�¢�����Ã�´ Ä°´ ��´ �

φ, θ = const.
£7���(�k���.�¥�

0 = (ds)2 = −(dt)2 + a2(t) · (dr)2

1−Kr2

(dt)2 = a2(t)·(dr)2

1−Kr2

3È�:���/����{���.���J¡��"�����6�.��Ý,�������.�����.���.�����k�����

∫ tobserved

temitted

dt
a(t)=

∫

distance
dr√

1−Kr2

µ��������}¬¢b�&�g¦)�������(�6�.�/������¯°�.����¬¢)�����ª�6��Ê7���.�����/£"¨B���g�����g�k���.�������6�$¾B�/¬¢7�:�7���H�k¡��°¾��¥�6±
�H�¥�����.���J×��&���.�����������ÖÍ

dt = 0
Ñ$�/���.�¥�}£u���.���R�&�����H�¥�����.���Rà�¶)Á��/�«Ø"¿�¬¢��R�§�Å�ª�������6�/¢��)�����

dH
´ µ����}�!���«�J�6�.�N¸s�.¿b¬¢��N�¥�.�.���ª×��&���.���7�.�&�«�@�§���R�6�/�!�/��� ¾������(±ÀÂ�������Á����7�b�J�����7���&¢7�¥�.�

∆t = tobserved − temitted
�.���{�¥�7�&�¥�.��� Â"�������(�§�/��¢7�¥�7�§�«���/¢:�/´

(ds)2 = a2(t) · (dr)2

1−Kr2

d ≡
∫

ds = a(t) ·
∫

distance
dr√

1−Kr2

µ°�¥�§�Å�B�k�b�����

dH ≡ a(t) ·
∫ tobserved

temitted

dt′

a(t′)

µ����ª�@�/�����H�����.���$���@�6�>Ê7�7���/�«�&����£
�&�����H�¥�����.�����Yà�¶)Á��/�«Ø"¿�¬¢��/�Y���.���6�>�$�/�����/�54É���&�b�¥��±
�b����¢��/�Å��«�.��¬¢b�&���/�����
Ík���/¨�´�Â����)���6���&���.�.¬¢:���b���b����ÑÉ�6�/�&�����JÃ��"����Ø�¿�¬¢������.�u×��&���.�������«¢7���&���/���:�
Í²����¨�´6�
���.�.¬¢7����¢��b���.���b�:�Ñu���/������¬¢�������¨B����´
���.�.�����§�/���������&�«�/�°����¬¢°¢7���/���§�����)���×��&���.�����������É�"��������¬¢:���/��£/�6�.���.�����/��¢7�������6�}�×��&���.��������¢�����±

�.���b�b�&�/�J�6�/��ÄÛ���b�7��¬¢:���/�&�ª���.���b����´ �·�¥�����}��¬¢:���b£�����³®�6�.�/�����R�§��³��b�����.�.¬¢ �����&¬¢ �6���
¸7�����:���.���

a(t)
�"�/�«���.�(�g��¨B����´

3È�:���/��Á��&�>�&���/�«�B�H�¥���6�.�g¯°���/�.¬¢)���7�

(dt)2 = a2(t)·(dr)2

1−Kr2 ⇐⇒ dt = a(t) · dr√
1−Kr2
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�6�/�&���«�}£����¥³
dt
���.����¸7�����:���.���H�6�}��¦)�{�¥�.����Á7���&���§�>���/�&�

a
���«�/£b���°���&¢7¿¥���É�§���H�¥��³b����6���

�/������ÄÛ���/���/¢)�����(�k¡����6�.�F���:�«�§���.���b�.�&¬¢��°¾B�¥�&������&¬¢����/�������

dt
a(t) = c·dt

a(t) = λ
a(t) = const.

�´ ¢�´��6�.�$¸��7���:���.���
a(t)

���/¨B���&�:�/£�����³H�«��¬¢R���7�������/�Å�&���7���/�B¤���¬¢:�B�(�����6�/� ¾������
�b�/�6�/¢��:�0�6�6�/�B���}�À��¥�7¬¢:�0¨B����£7���.���g�k¡7���«�/���7�°Ý,���.�.������¿¥���b�F���.�Å�

λemitteed

λobserved
= a(temitted)

a(tobserved) = νobserved

νemitted

���7�B�6�������/���7�b¬¢b�&�>�&���J¾��¥���b�����¬¢7���/�������
z
£�������¨B�.�°�k���.�¥���6��Ê7���.�����0���«�

λobserved

λemitted
= 1 + ∆λ

λemitted
≡ 1 + z

�{�¥���,�H�¥�,�6���&���:���¥�6�Û���.�Y���.¬¢,�¥�7�&�6�/¢��������6�/�F���7���b����«����£����.���
∂ta > 0

��¬¢7���.��³b����´
×��.���H�b�98b³����&�g¾B�����b�����¬¢��.���7�����R���}�6���6�&�>�g���.���7£�����³@�����°�"��������¬¢:�������H¤���¬¢:�F�/�Y�/���7���
�k�&¡�¢��/���/�$Â�������Á����7�b���/�§�Å�����.������¨B����6��£}�6�6���}£/�7�b�&����ÄÛ�}��¬¢:�����7�0������¤��.¬¢:���b�/�&¬¢)¨B���7�����b�������/£
����³��}�����.¬¢R���Ì�/���7�°¨Û�������/�B���:�«�k�/���:�&�;:������.���F¢7���7�6�/���R�g��³�´ $
×��"���7���·�"�/�6�/�6�����(�6�.�/�����g×<�"�/�:�(�6�/��¾B�������/�&�&¬¢��.�����7���7£��7�¥³7£s���/¢:�$�§���4���b�,�/���7���

��=)Á��¥�7�6�.���&�����6���,�����.���/�&����� ���7��£
���4�6�/� �/�Y�/�����/� �k�&¡�¢��/��Â�������Á����7�b�$�/���Ö�"���.���/���.���/�
¦:�&�&��¢��.�����b�«�k�����J�����&¢��/�����¬¢:�&��£��.�����7�����&���?>À�������.���/�J×uÁ��6¬¢��$�6�/��¾��¥�7�Ì�7�b¬¢

λemitteed

λobserved
= a(temitted)

a(tobserved)

���b���/���7���É���.�/�6�/���/�����&����������¬¢7���&����£å���«�����&��Á"���H¦:����¥¢��.�������6�7�&¬¢7���>�&�>�������.����¡�³¥�&��´º���7�
�/�����/�u�@�}���������g�����}�«�/�Dà��.�:���/���b���������À�&�&��¢��.����� 7 �����&�����ª���.¬¢�£b¨B������� ¤����6�k���6�}�D¦)�/�§���7���&�
Í²�)�����0�¥�7��Î�Ï�Ð�Ñu���6¬¢ª�/�&���.¬¢:�&����¬¢H¨D�/�&�����ª¨B�.�&��£)�����°�É�¥��¥�§�>�&���D���/�Û�����.���/�!�@�6�6�/������±s�k¡��
���b�0���/���7�b¬¢:���7�����°�����.���/�&����� ±u¨B�.�°�k���.�¥���/���§���«���/����Æ

K ≈ 0

Ωm ≈ 0.27(4)

ΩΛ ≈ 0.73(4)

h0 ≈ 0.71(4) @
A ���/�����.�§�$���H�¥���6�.�����/���7�b¬¢:���>�&��¸
����¬¢7¢������B�������7���b�/�B�@�6�6�/���Þ£6���/���/���6�²�b¬¢:�0���.¬¢
�6�.�/���/�0�/�

H2 = 8πG
3 ρ + Λ

3

$ U7áãâåäsõãáãâ}ä�çæ²äÉW
óôåäÀæèñåâ}ú0îåáãäÀéÞäÀé�S}çûüôB!>äÀæèôåçõ íÞé
éèíèä«õãõ í�îåäÀæ ø ëÒþåþåõãäÀæ²äDC�äD�>í
ö}ðÀò�÷7îåáãäFE
ñåöåö}õãä«ö¥äÀðÀáãäÀô/ñåâ}ú
v ∼ c · δt · H0

î{çæÀ÷7 ø áãä«éèä
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T0 = (2.73 ± 0.01)K
äÀæ²ú>çö�äÀâ:÷

@ H = h · 100kms−1Mpc−1
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dρ
dt = −3 · H(t) · (ρ + p)

ρ = ρ0a
−3·(1+ω) fuer ω ∈

{

0; 1
3

}

3È���6�.�/�����Ù¦6Á��/�����¥���²�¥�.����7�J�k¡����/�������b�J�7�.¬¢:�«±ü�&�����{���.�)�.�«�����&¬¢����0�·�{�&���&���F�"��¢��/����&¬¢b�&�/�
�������b����«�7�2�.¿�³¥�����.¬¢��6�.�°�/�&�«���$¯°�.����¬¢)�����§�§�Å��à������k�$�6�/��µ��&�Å�����/��£7���{¨B���F���7���b���
µ��>Ê7�7�Å�&���b���������(�k���&�§���R���

H2 = 8πG
3 · ρ0a

−3 + Λ
3

(

da
dt

)2
= H0

(

Ωm,0a
−1 + ΩΛ,0a

2
)

���7�����7�¥�.¶:������¬¢R��8:�«�/�,Í
K = 0 ⇒ Ωm + ΩΛ = 1

Ñ

a(t) =
(

Ωm

1−Ωm

)1/3
[

sinh
(

3
2

√
1 − ΩmH0t

)]2/3

à����/�&���7�Û���&¢7¿¥���B�§�������:���������7�6�/���/� �k¡������b�B�������/���6�/�������.����������H�

t0 ≈ 13.5Gyr
´

G_^ur)w
r�?�z{m/%"r)n�0}r)t²t²|swF%�r)wD�

`;aVb	c�dZaVe.fhg�b9a�i�j�k�lnm

Ý��.�����"���R���������¬¢:�����0¢��{�?>À�/�6�/�B�������:�
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�6�/�É�6���0×��&���.���7�.�&�«�0�6��Ê7���.�����/£��6�.�0���(�{�¥�7�&�¥�.����Â��7�����§�(�/��¢7�������§���

E0
�À�&��¢��/��´sÝY�/�7�6�>�

�H�¥�Y�6���}�«�}�°�����.���/��Á,�¥�6�D�����§�@��³:���{�&���,�6���Fà��.�:�����&���&���7�7�À�&�&��¢����7���!�¥��Í²�/´$������´�ÏåÑÒ£����
Ê7���6�>���H�¥��£7���¥³H�6�.�����/�§�/�&�«�/���$¦:����¥¢��.�����§�/¨Û���Û�7�.�����6�

∆T = 0.4 · 10−3K
¢7���§���b���

���À�}£"�����/���/��� Â�������Á����7�b�°��¢7���/��×��:�&�«���/¢)�����!�.�@���6¬¢@���/���7��� �¥�7���&����¬¢����7������£��{���7�������/�
Â"�������(�§�/��¢7�¥�7�(�«�&���7�´�µ����}�0�������:���H�¥�@���b�Bà��b���.���b�b�&Á��&�����.����´

o Ó�ÓFprq/s�Ý �·�����@�}���&���{�&���R�7��¬¢R¢:�«�&Á�Æ�ttå�H�¥Á�´ �:�À�²¬�´ �7�b���7´ �b�{�

�·���J�����/¢:�0�6�.�/�0¨B�.���k���.�¥�B���.��Æ�¯°��¢:�B�H�¥�R�����!���.�����2��=6Á7�¥�7�����/���/�7�6���R�����.���/�&�����2���7��£
���§���}�6���6�&�>���6�.�/�/£7����³(����¬¢��7���B���7���b����«���Ì�(�����6�/��Â"���������6���¥�7�¥������¬¢��¥�7�����)¡�¢7�Å�B¢7�¥�
���/¨�´º���J�k��¡�¢7���&����Â�������Á����7�b�&���R���/���.���7���§¢��/��³b��×�Á"�6¬¢����R�B=6���À�&���/�«�&����´ºÝ��.��������´�u����/�����
����³§���.�����6�����.�>�&�>�&���@¸��b���b�����6���}�«�/�B�����)¡�¢��.�����ª���6�É�6��� ÝY�/�(�/�����7�����&���2¢��/�6���.���/�
�������b����«�7�Ì�6�.�°×u�b�&���bÁ�Á��.�����H���b�J�·�¥���/���.�F���7�@¦:����¥¢7�����7�§�����&¬¢�¾B�/���������.�7�{�&���b�J�"���
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Trec = 3000K
���/¨D�}�«�/�R�����.��´É���:���/��ÄÛ�/�b¬¢b�&�����(�����.���/� A �"���&���/�������b���R�����

¾B�����b�����¬¢��.���7�����g�"�/�����6�&�>���6�.�/�/£�����³§�������/��� Â"�/�Å�&Á������:�
trec

�/�(���«�&���/�«�&�����7�R¢��/�6���
Í
t0
Ñ0�¥���Bà��.�:���/���b���������À�&�&��¢��.�����(�(���

T0 = 2.73K
�b���§�/�&�«�/���$¦:����¥¢7�����7�(�"���

Trec

T0

= 2.73K
3000K = a(trec)

a(t0) ≈
(

trec

t0

)2/3 v

trec ≈ 260, 000 h−1yr
Íè�´ ¢�´

z ≈ 1000)
���:�&����Á7Á��/�Å�&��´Éµ��.���¿¥���§�.�.¬¢��F×��:���k���&�:�7���H�6���

���b�B¤���¬¢:�0�7�.�0¢��/�6�����/���&¡7¬�)�����.�����Û¢��{���6�6���}£��¥���6����0�¥�7�����}�6��¡�¬�b�}£6�6���B�H�V=6�.�H�¥�.�
¾��b�6�.�7�B�6�/�0×u���/���b���.��¢��b���.���b�b�&�/�0�6�}�BÄD�/���7�b¬¢:������D�����

trec
�����

t0
�"�>���¿¥���

d0 = a(t0) ·
∫ t0

trec

dt′

a(t′) ≈ 3t0

[

1 −
(

trec

t0

)2/3
]

≈ 3t0 ≈ 9, 000h−1Mpc

�����¥�.���ª�/��¢7¿��Å�°�H�¥�N�6�/�N×��&���.���7�.��¢����&�.�����:���b���
t = 0

�����
trec = 260, 000 h−1yr

���
drec ≈ 0.161h−1Mpc

±£7�6�/���«��¬¢R���.��¢����6�&�$�¥�6�s���.�����@¾��b�6�.�7�0���b�

0.161h−1Mpc ·
(

a(t0)
a(trec)

)

≈ 177h−1Mpc

�¥���«�b�/�6�/¢��:��¢7�¥�/´����&�X>À�/���.�����(�H�����6�.�/���R¸s��¿�¬¢��b£��.�������&¢7�����®�����&���§����� Â�������Á����7�b�
�6�/��×��:���b��Á�Á7�����7�ª�{�¥�7�&�¥�.����Â"�������(�§�/��¢7�¥�7�H���}�À��¥�7�£"�¥�6�u�����@×��&���.��������¢����&���/���:�B���.���/�
¢��/�6���.���/�ÜÄÛ�/���7�b¬¢b�&����J�����@à��.�:�����&���&���7�7�À�&�&��¢����7���ÜÍè�6�.�/������¢7�{�@¨B�.�4���"���Ü���/���}¬¢������
�/�����/�R¾����6�.�7�B�b���

9, 000h−1Mpc
ÑÒ£7���§���:�&��Á��&�.¬¢:�B�«�.�����.���/�ÌÄÛ��������¬¢:�����7�b��¨B�����b�������b�

θ ≈ 177
9000 ≈ 0.02rad

�´ ¢�´ �����®à����:�&���&���&���7���«����¥¢��.��������¿¥³¥�·���.¬¢ �.�
4π/0.022 ≈ 30, 000

����¬¢b�·�{���7�����
�b���&�:�)¡�Á������F�ÉØ��b�À�&���B���/���.���b���!±��b�¥�7�°�.�ÌÝ����6�/�&��Á��&�7¬¢J�/���B�"��������¬¢:����������3À���¥���&��Á7���b´

wxj�yz|{{/k�c�fr} g&b|a�i�j�kBl_m

2��b¬¢$�6���g���"�������b���b�/�«���/�������/�FÄÛ�/���7�b¬¢b�&�����:�����¥���/�����À�º�6�.�D©F�&¡��§�g�����B�7�7�«�/���}���@�6�)±
�/�����0���/�§���&�������«¨Û�����Û�)�.���.��£7�´ ¢�´

K ≈ 0
´����7�0�b���.����� A ���/���.���b�����

H2 = 8πG
3 ρ − K

a2 + Λ
3

���À�(��¨0�¥�g�/�&����¬¢b�&����¬¢�£º���¥³Y�6���§©F��¡7�(�������:�À�&���&� K
a2

�k¡��g�b���b³��!¦)�{�����/�6�²�¥�:���b���/�4�7�{±
¢��/�����b�����¬¢)¨B�.�7�6���/£��¥�.�.����6���7�b�g�&�¥���(���b�(¦)�&�¥�����¥��6�§�6�6���.�D�b���.�����«�b�.¬¢��b���b³��/�,Ý,�������
�k¡��

a(t)
�b����¥�7�/£����¥³ª�����������&�.�����b£�¢��������$�b���§�/�&�«�/���g©F�&¡��§�g���7�ª�¥�.���/���·���6���6���}�«�/�@×É��±

�k�/�b�B�/����¡�¬�:�/�6�k¡�¢��&���!¨Û¿����b´
K
�g�7³(�����§���Û�"���&�����&�0�¥���²�¥���:�Û����¢7�Û���¥¢��°���/��)������b���.���b���

¢7�����/�!±Û�6�6¬¢R�6�.�/����¸��b���b���&�����(�.�«���¥�7�B����� �·�)�����.������¬¢b�B�"���b��¡����6�7�¥�}´

v O�äÀæ²ò�ä«â}îåäÈíÞäÛWsóôåäÀæ²ñåâåú*~
a(t) ∝ t2/3
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µ°�4�/�ª����¬¢�¢7���/���"�����7� ���b���0¢��/�§�4���/�§�k�b���b���7�6�/��4É��������¥���}�H�6�.�/�����ª¾B�/��¢��N¢7�¥�6±
�6�/�Å�}£�«�/�
¢��.���°�)���F�«�J�:�.���s���}�����¥�}ÆB¯F�]�
�°�/�6�k���.���$��¡�³¥�&���Y����4É���&���¥�6�u�6�/��×u�b��À�&��¢)�����
�6�}�u�������b����«�7�§�������7���&¢7�¥�.�ª�6�/�D���&�)�7�¥�.���§�6�6�/�������6���¬¢H��¢7�b�«�/�)¡����/���:¿¥���b�B�H�¥���7�>�����&¬¢��
�@�b����Á"���.�����:�&�«�&���7�6�/� �����.� ���7���6�.�/�!�6����¥���ª¢7¿¥��Ê7�7£0���¥³������&��� ×����/���b���}�6�.¬¢:�&�R�/���
Â"�/�Å�&Á������:���6�/��2����)�.���:�«¶)�:��¢��}�«�F�6�b�(�.�7���b���b��¨Û�/�����R�«�/���R�g¡�³����b´

��b|a�i�j�kBl���k�b�wxjh��Xf���yXf�craXe&k�e&m

��� �6�.�!¦:���&���:�����&���.�.�����������4�6�/�$Ç�©°±Èà��.�:�����&���&���7�7�À�&�&��¢����7���H±����7�Ö�����§�������7¬¢Ö�6���
��Á7¿{�&���&����£7�§�¥���/���.���.���/�N¦:���&���:���7���/��±D���@�/���)��¿¥�&�����g�7³!�6�.�g�¥�7�����.�6�&�gà��b�(�b���/���Å�¿{�������
3À���¥�&���bÁ����b£b¨B�.�F�«�.�°�����&¬¢R�����0©��b���§���.�������&¬¢��B���&�����/��ÁR�.�J���b�D�b�b���§���.�������&¬¢���¦:�&���7�����&�)±
�§�6�6���.���/�����b��¢:�/£6�b�/�«�98b�«�B¨Û����6����´Éµ��������&��Á��&�����H�6�}�������R���.���§����������¢����&���b� A �"���&���/�����6±
�b���R���.¬¢:�B���.��´

�<�Bg�yVe�}�craXe/} g&b|a�i�j�kBl_m
×��"���7���H�����/���)��¿¥���Û�7���/���"���·�6�.�����6�²�����b���"�/�6�.�����7�����/�R�6�/��×<=6Á7���7�«�.����´

���')i��)��k�
�����	�·¹§�s���°��i)�
�
���

lRm�nH<>w1�sm/0/o"w1�ür)t²qD�

µ��������"�����¥�6�k�b�>�k¡�¢7�«�&�������&���7���/�(���6�}�§¦)�&�¥�����¥��6�§�6�6���.�.����8b�����/�����/���§�.�/�6�/�®¨Û����±
�6�/��£�¨Û�������§�������å�b��� �¥���«�b��¢:�/£��7�¥³��/��ÄÛ�����.���������R×��:�&�«����¢)���7���6�}�J�������b����«�7�§�
�/���N���{�¥���¥�&�/��¸������

φ(x, t)
£�������¥���:�°�7���]3È�6Ø��{�&����£�6�b�§���7���:�����N×�����Ø7��³R���}����³7´Fµ��.��¢7�Å±

�/���/�ª�¥���/������¢7�(�/�7�6�/�!×��.���/�7��¬¢��{�����/�ª���.���}�u������¬¢����!¸7�����6�/�Û�����7��£:¨B�.������¬¢ª�7��¬¢:�&�&¿����.�.¬¢
�/���.�����������.�è£)�k�b���b���7�6�

• ∇φ ≈ 0
�´ ¢�´����b�B¸��/�.��������7��¢����/�R¢7���§���b���

• µ��b��¸��/�.�Y�����²¿¥¢����°�k¡��
T ≈ Tc

�/�����/�Y�u¢7�������)¡��"���&�b�����7£�´ ¢�´������§�º�¥�&���:�����¥�.���6±
���&���.�/�6��¬¢:���

V (φ)
���}�«���������6�.�H���4���7��´ Ç��b���/���.�¥���H¸7���&� �§�Å�����.����� �@���7�������

���/�
φ = 0

�§���
V (0) ≡ Vi

� �k¡��
T > Tc

£����.��� 〈φ〉|T>Tc
= 0

£"���7�·���.����� �@�.�6±
��������£��6����� ���&���ª�{��¬������[��£É�"���

φmin = ± 〈φ〉|T<Tc

�§�Å�
V (±〈φ〉) = 0

�k¡��
T < Tc

´
• µ��.�/����� A �"���&�b�����®�/�«�k�b�����R���7�«�&����¬¢��/�7� �.�����b�&�¥��£����6���¥³

φ̇2 � V (φ).
µ����}�«�

ÄÛ�/�6�.�����7���§¨B����J���.�6�������{¨ ���b�������"�����/�.¬¢7���>�}´

� ø áãä]��âåî}áãð«áãäÀé
i

S�áãâåá íèá çõ�Tuñåâåî
f

S��åâ{çõ�TDéÞëÒõãõãäÀâHáãì V{ëÒõãúÒäÀâåî}ä«â�Usær�	�Òä«â!ðÀñ!X�ä«úÒáãâ}â!ñ}âåîªU�âåî}ä°îåäÀæ
��âZ�¥ç&íèáãëÒâFö¥äÀð«äÀáãûüô}âåäÀâ:÷
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o Ó"ÓFp�8�s��º�¥�&���:�����¥�.���7���&���.�/�6��¬¢:���F�6�/��3È�6Ø"�{���b���7��¬¢,Î �¥Ð

µ�����4É�b���:�¥���@�6�}�$��¢��������)¡��"���&�b�¥�7�b�F���&���.�6������¬¢ Í²�����/¢��!���7��´ Ë)ÑF¢��.����¥�7�g¨B���ª�k���.�¥�/Æ
Â"�§ÄÛ���b�������)¡�¢����u�«��¬¢����b�É�����.���/�&������£¥�¥���²�¥���:�s���6���/���7���6�
���§Á��/�&�¥�����}£¥�6�.���6���º�����¥��¬�b±
�
���§Á"����{���7�

kT = MPL = kTGUT
���:��«Á��&��¬¢b�}£�����£��7�.�����/�

T ≈ Tc
�6�/���º�¥�&���:�����¥�.¨0�¥�.�

�/¨B�.�&¬¢���� 〈φ〉|T>Tc

�7�7� 〈φ〉|T<Tc

����«���H�¥���§�6���¬¢b�&�������/�Å�§¨Û����6�����å������´ ¯°�/�&¬¢����/¢:�
�6�.�/�/£��������.�.�6�/� �«��¬¢��.� �����.���������� �/���7�����.������ÄÛ�.�b�«�/� �·�¥�7�!�����������/� �«��¬¢ �����R¦)¶6�À±
�&��� �.� �����7���¡4��¥�)�����(±«Â"�7�«�&�¥���@����Ê7�7�6���/´(µ��.�/���HÄD���������N���/���.�������,���Y¨Û�b¬¢7�����·�����
�b�����¬¢��§�/���/���·�&¬¢����.��³b����¬¢N�§�����/���7���7�6�/�°¨Û���§���F�7���°���}�����$���(�����.���/�&����� �.�,�����N�7�����/�
4����:�7���(±ÀÂ"���À��¥�7�!¡����/���b���:�¥���b���ª���À�}´�µ��.�F�����0�����6���}�«�/�ÙÂ"�/�Å�&Á������:���¥�7�B�����Ì���{�¥���¥�&���
¸7�������k���/�����/¨D�b�&��������×����/���b���

Vi
�������:�R�§��� �6�.�·�.�¥���/�b�&�·Ý ¿¥�&�§� � £��6�.�N���¥�/� �k¡�¢����/£

����³7£����.�§�$���H�¥�,���.���(©���Á7Á����7���!�/�,�·�¥���/���.�>�k�/�.�6�/���,�¥��£�����¬¢Y���b�°�����.���������� ���&�������
���6�k¢����.�>���´ ¢�´u����¬¢R�·�¥���/���.�F�������6�/�R�{������´

� ø áãäDõ ç&íèäÀâ�íèä"\RóæèìBäuáãéèíF�/õãäÀáãâåäÀæsçõãéºîåáãäDU�âåäÀæ²úÒáãä
Vi
ÿbîåç�äÀéºéèáãûüô�ñåì��ÒäÀáãâåäÀâ$áãâåé²íüçâ>íüçâ}ä«â¢O�ëÒæèú>çâåú

ô{çâåîåäÀõ í«ÿ¥çõãéÞëDîåáãäÉîåñåæ²ûüôFî}ä«âFS(�çõãäÀâ}ê.ç��>íÞëÒæ
ö�äÀîåáãâ}úíÞäu[�ëí�!>äÀæ²éÞûüôåáãäÀöåñ}âåú�ö¥äÀær�åû
��éÞáãûüô>íÞáãúí
òäÀæèî}ä«â°ìÛñ*�å÷
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o Ó"Ó1pÅ;Hs ��¢7�b�«�/�)¡����/���:�¥���(�6�/��3È�6Ø��{�&���R�7��¬¢,Î �{Ð

µ����°ÄD�}�6�������������6���}�«�/�u�/�&�«���/�H��¢7�������6�/�u×��:�À¨B��¬�)�����7�����7�ª�6�}�63È�6Ø"�{���b�H���.�����u�.�!�6���
�.�6Ø��¥���.���7¿����/�NÝ��.���)�����@�6�.�/���/�����{�¥���¥�&���,¸������6�}��´ªµ����ª���7��¨B���&�)�������/�,���/�Q3È�6Ø��¥���b�,���6�
�6�.���@�>�&���.�!�/��¢�¿¥���0�H���R�6�7�&¬¢�ÄÛ�/�«���.�(�������H�6�/��¤�������¥���b�/�6��¬¢:���

L =1
2∂µφ∂µφ − V (φ)

���7�J×��.�7���>���/���R�����6�/�!�§�Å��à������k���6�/�M2��:����¢��/�M�0¢����b���/�§�D�����k���7�6�/�������������6�&�7¬�(�k¡��
�6�/�J×u�����&���.�>±
3È�§Á������À±����/�7�����

T µν = −∂µφ∂νφ + gµνL
= −∂µφ∂νφ + gµν

(

1
2∂λφ∂λφ − V (φ)

)

µ°���6����×u�����&���.�>±
3È�§Á������À±����/�7�����º��� ¾��¥¢7�(�/�H�6�/��©��b���§���.���b�.�&¬¢����g¦)�&�¥�����¥��6�§�6�6���.�.�
�6�.�·¸��b���

T µν = diag(ρ, p, p, p)
�/���7���H���6�/�����/� ¸s�.¡7�&�«�.���b�����§�"�/�������>�}£B���&¢7¿¥���H�H�¥���6�.�

µ��.¬¢:�&�°�/�

ρ = T 00 = −(∂0φ)2 + V (φ) − 1
2 · gλβ∂λφ∂βφ

= − 1
2 φ̇2 + V (φ) − 1

2 (∇φ)2

¸s¡����6�/�Rµ��&�7¬�!�/���b���6�����.¬¢��¥���
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p = 1
3 (T 11 + T 22 + T 33)

�§�Å��à������k�$�b���

T 11 = −∂1φ∂1φ + g11
(

1
2∂λφ∂λφ − V (φ)

)

= −(∂1φ)2 − V (φ) + 1
2 · gλβ∂λφ∂βφ

= −(∂1φ)2 − V (φ) − 1
2 φ̇2 + 1

2 (∇φ)2

���7�����7�¥�.���
T 22 �7��¨�´ T 33

p = 1
3 · ∑3

i=1

[

−(∂iφ)2 − V (φ) − 1
2 φ̇2 + 1

2 (∇φ)2
]

= −V (φ) − 1
2 φ̇2 + 1

6 (∇φ)2

4É���&�7�b¬¢��.¿b�����.�¥�F�§���Y�)���Ö¨Û���b���Y�����Ö�����.���/�,�����7��¢��§��� ∇φ ≈ 0
���7�

φ̇2 � V (φ)�6�.�/���W���/���§�b£F��� ���&¢7¿¥���@�H�¥� �¥�7���b���.����� ¯°�.����¬¢:�7�����/���k¡��·µ��&�7¬�������Üµ���¬¢b�&�4�6���
ÄÛ���/���/¢)�����

p ≈ −ρ ≈ −V (φ)

µ����}�«��Â"���À��¥�7�������.����¬¢)�����§���/�����/£7�7�¥³H�«�b�.�������F�6�/����¢7�b�«�/�:¡7���/���:�¥���(����¬¢b���b���.���/���b���
���À�°�����°¸��/�.��Íè¿¥¢��7����¬¢@���.���������:�«�§���.���b�.�&¬¢��/�R©����7�«�&���:�����"Ñ0���@�/�����/� �����:�{���.���/�·µ��&�7¬�
�k¡�¢7�«�}´°Ý,���7�Y�H�¥�Y�«�J¨B���.�è£�.�.�>�k�����������]3È�6Ø��¥�����Y�¥���«�J���.�����/�&�«���(���:�À¨Û�����°�¥���u�����°IP£�¤
¥ m�wsn/xèo�wsn ¥ z{o�-ºt²r)~�´
µ����(Ý����&�)�����R�6�/�]3È�6Ø��¥�����@�.�����/��¢��¥�.�N�6�/�°©��b���(�b���b������¬¢7���@¦:�&���7���¥�&�§�6�6���.�.�����,�6���

�b���/�J�"���)�6�&�>���/�·¸��b���

H2 = 8πG
3 ρ − K

a2 + Λ
3

dρ
dt = −3 · H(t) · (ρ + p)

ρ = ρ0a
−3·(1+ω) fuer ω ∈

{

0; 1
3

}

���&¢7¿��Å�$�H�¥�������&¬¢Ö×��.�7���>�&�����������gµ��.¬¢:�&�·Í ∇φ ≈ 0
Ñ>Æ

ρ = − 1
2 φ̇2 + V (φ)

�����4�6�/�
µ�����¬�)�Û�.�@¿��:���{�¥�.���:���/�B¸����&�

H2 = 8πG
3

(

V (φ) − 1
2 φ̇2

)

− K
a2 + Λ

3

φ̇(−φ̈ + ∂φV (φ)) = 3 · H(t) · φ̇2 ⇐⇒ φ̈ + 3 · H(t) · φ̇ = ∂φV (φ)

ÄÛ�>�&�&�b¬¢b�&�>��H�¥�$�6�/�F����À�&���$¦)���§�H�¥�7�����
H2 = 8πG

3 ·V (φ)
���Û�k���.�¥���7¿�¢����&�����:�«¨Û�����«� \D�

H2 =
(

ȧ
a

)2 ≈ 8πG
3 · Vi ≈ const.

\D� îåäÀâåâFîåáãäÉV�õ çûüô}ôåäÀá í
î}ä«é
ý6ëíÞäÀâ>íÞá çõãé�ò�áãæèî�îåñåæ²ûüôFîåáãäÉéèõãë�ò@æ²ëÒõãõ6X�äÀîåáãäÀâåúÒñåâ}úBúÒäÀòóôåæèõãäÀáãé²íÞäÈí
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�´ ¢�´��6�7�&¬¢¦3È�:���/����{�&���b�R�/���b�������«��¬¢·�6�/�°¦)�{�¥�.�����²�¥�:���b�����
a(t) ∝ eHt ´�µ��b��3È�6Ø"�{���b�

���À�É�����§�Å�É���b�
¨0¿¥¢7���/�7�g�6�/�º���6Ø"�{���.����¿¥�&���$��¢������Û�6�b�§���7���:���0¸������£����6���¥³�¢��.���É�«�{¨Û��¢7� K
a2���.�����7¬¢ Λ

3

���/������¬¢���¿��&�«�.�¥�0¨Û����6���@�{�¥�7��´��@���°�6�/�����«�.�{¨ �&���.���§2�¿¥¢��/�����7�
φ̇2 � V (φ)

£
���{¨B���

φ̈ � V (φ)
£6�k���.�¥���/�7�����§�(�/�6�²���&�����7�

H2 = 8πG
3 · V (φ)

3 · H(t) · φ̇ = ∂φV (φ)

p ≈ −ρ

µ�����¯°�98b³��/������6�)�����F���2�6�.�������B¦)�{�¥�.���6�²���b�&���D¨Û¿�¢����/�7�H�6�/�"3È�6Ø"�{���.���J�¥���b��¨0��¬¢7�����
���À�}£6¨B����R���/���b���/���¥�B�6���¬¢

N
Æ

a(tf ) ≡ a(ti) · eN ���.���
N ≡ ln

(

a(tf )
a(ti)

)

=
∫ tf

ti
H(t)dt

�¥�7�����b���"����´

µ������6���¬¢������(¨Û�b¬¢7�«�/�7�6�/��¦)�{�¥�.���6�²���:�����º�/������¢7�(�/�7�����(�����&�7�b¬¢��.¿b�����.�������6��©F��¡7��±
�������b�«���/��� K

a2

���!�����D¸7���.�/���§�������b���/�.¬¢)�����g�.�«�Û�6�/�x3È�:���/Á��&�>�&�¥���.���H�/�����/�u�b�����¬¢)¨B�.�7�6����±
�6�/�R©F�&¡��§�g�7���§��8��.�.���§¿��:���.�{�¥�.���:�/ÆÉµ����$¤H8b���������/�R������¸��&�.�/�6�H�¥�7��¯°�.����¬¢)�����(�k¡����b����±
�&¬¢��.�/�6�/���

K
�/�b�À¨B��¬���/���@���.¬¢@�§���°�/�����/¢��§���7�6�/�

a(t)
���7��¤�8:�«�7���ª�6����¯°�.����¬¢:�7���§�k¡��

K = 0
´É������´�¨§�����.���6���}�«��¤H8b�������H�6�/�B?Btèm/'*)1)sr)x©0}n ¥ z{o�-ºt²r)~�n����/�&�6�/�6���.��¬¢�����´

o Ó�ÓFp�ª�s Â"��� ¸s����¬¢�¢7�����&��Á����b���.��� �7�b¬¢YÎ «{Ð
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������¬¢7¿¥���/�������/�J�/���b���"���R���.������Ý,�����B�����
N & 60

���Ù�6�.��¢����6�&�����/�(�}�������7�°¸s����¬¢6±
¢��/�Å���/�,�/���)��¿¥�&����´�×��.���ª���7�&�6�/¢��)���������Ö�/�����/���«�b�.¬¢��/�Ö¯°�|8�³b�����b�&���:�7���ª¢7¿¥�«���H�/���/�7���
�6�.�H�@���7��Á"�����6�.¬¢:�&�(�6�/�&���«�F���/�&��¡����:�/£��7�¥³��6���}�«�§¢��/�6���§�b���.���H¾B���.���{�¥�7�(�§�/¢��F���}��¿�³���´
µ°�$�7�b¬¢!�6�/�D�.�6Ø��¥���.���7¿����/�ª��¢7�b�«�������.����¨D�/�Å�&���&���!�@�b����Á"���.���/�:�&�«����¢7���!�b�����:�&����£)�6���7�
�/�����ª�7�¥�H�¥�.���b�����/�§Á��/�&�¥�����$�b���

Tf ≈ 109GeV
¨0¿¥�&�H���{�k¡�������¬¢b�$�§�/¢������7�«�&����¬¢��/�7�

�b��¨Û�/������£)�¬8b�«�B�����}�B���"���6�²�������B���b�BPpo�wso ¥ o�t ¥ z{o.-stèr)~��
µ°����@o�z{xr®�o"w�0 ¥ z{o�-ºt²r)~ ��8:�À������¬¢°¨B�.�º�k���.�¥�}Æ�µ��/���H�V=6�.�§������¾����6�.�7���6�}�×��&���.��������¢�����±

�.���b�b�&�/�B�/��� Â"������Á��7���:�
trec

¨B�.�&���)���@�H�¥³b���/���/�7���6���¬¢������$�.�6Ø��¥���.���7¿����F��¢������$���}�À±
�&���§�$���7�7�R�������¿¥�¥�������§�Å���§�.�7�6�/�«���/�7�

dinf = a(tf ) ·
∫ tf

ti

dt′

a(t′) = eHtf ·
∫ tf

ti
e−Ht′dt′ ≈ H−1eH(tf−ti) = H−1eN

3È� ¯°�/���������¥���°�����B¾B�}¬¢��)�����(��¢����°�.�6Ø��{�&���b�7¿¥�&�°��¢7�����°�����6���
d0 � drec

�.�«�/£6�/��¢�¿¥���
�H�¥�4�)���

d0 � dinf
±�¨Û�����

N
�)�������&��³����/�:�7�@�.�«�/´·������´ «N�����.�u�6�.�/�g����¢7���7�Ö���.�����

¾������(±ÀÂ������«±À¦)�)���/���°������6�/�6���.�.¬¢7����´

o Ó"ÓFp�¯�s�Â����Ìà��b���.���b�:��Á��&�����.��� ����¬¢,Î °¥Ð

×��"���7���N¨B�.�!�7�.���.�����N�6�/���H�X=�´Y¾����6�.�7�(�6�/�g×��&���.�������«¢7���&���/���:���}�����/���}¬¢�������¨B����6��£
��¿¥³��R���.¬¢Ü�6���}�«�/�@�¥�7�����b���k¡��@�6�/�±�
���.�.¬¢7����¢��b���.���b�:�J�"���&�/¬¢����/��´Ì¸s¡������.���/���"���.���/�����
�b���b³�����Â"��������¥���Ì���.�����B�.�6Ø��¥���.���7¿����/�J��¢������°�/��¢�¿¥���0�H�������

dH−1 (t) = a(t) ·
∫ ∞

t
dt′

a(t′) = eHt ·
∫ ∞

t e−Ht′dt′ = H−1

µ����}�«�}�É���7������¬¢��B¾B�/�������&�¥�����}�6���6�&�>�}£:����³F�:�7�É×����/���b���������0�����7���&¢7�¥�.�(�����}�«�}�É�«�b�7´
à����6±
���.����������7�²>À�u�����F�/�����/� �/���pÂ"������Á��7���:�

t
�¥�7�����}�����7�)���/�F¦6���b�7�¥�¥�/���&����¬¢:�¨D�/�&�6�/�F��8��7������£

���.�����{���7��������/���)�)¡�Á6���������7��´
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³ �:���.�å�����/�:�°�¥���«�b�/�6�&¡7¬�:���À�&���/�6�°�6�.�g�b��� ¦)�.���7�������7��¡7¬�)�b���.���¥�&���«¬����§�{�)�����X� \&\ µ����À±

��¥��� dt
a(t)

����&¬¢R�����b���[2����.�Þ£"�����.�Å�&�$�6�.��×<=6Á7�¥�7���.�������/���.���7���H�b���b³(¨Û����6�/��´uµ�����¦6���§�(�
�6�.�/�����Fµ��.�«�&�������/� ∫ ∞

t
dt′

a(t′)

���«���7�¥�§�Å�$����¢7¿¥�7���.�!���b� ×��§�.�&�����b�7�«�/������Á��7���:�
t
���7�Y¨B����

���H�����)�.���.������>À�0�b�98b³����
t
���«�/£��´ ¢�´º�/�s¨Û����6���(�"������Á7¿{�&���&���º×��§�.�&�����b��¨Û�����.���/�
×u���/���b���.�&���

�/���&����¬¢:�/´
3È�g�7�7�«�/���/�pÄÛ��������¬¢:���/�&��¶6�À�&����Í²�§�Å�

a(t)
Ñ>£¥�.���6�/� �6���É¯°�&�����/¨D�/�«�

H−1 ���7����¢7¿������.�
�b��� Â"�/�Å�&Á������:�

t
�6�/��×��§���������b�§�.�«�/£:�H�¥�����k�/�«���.�����u�«��¬¢H�6�.�/�����6���6�������«�}£:�7�¥³F×��&���.������������£

�6�.�g�"���º×��§�������.���N�/�·���.���/� �k��¡�¢7���&���,Â"�/�Å�&Á������:�F���6¬¢N�/���&����¬¢)�7�¥��¨0�¥�&���@�7�7�N�6�.�/���k¡��
��Á7¿{�&�����/�§�Å�����.��������¦)�.�����¥�.������¬¢b�D�(�/¢��D�����.�H��8b�����/��£�¡��"���Û�6�����
���.��¬¢�����¢7���&���/���:��¢��.�7�¥�7�
��=)Á��¥�7�6�.���&����´ºµ��.�/�����·¦6��¬¢)�b���&¢7�¥���Û�«���/������������´�´(�6�7�&¬¢��6���@���7�À��¥�7�R�/�����}�B×��&���.�������&�«�}�
dc

�����/£Û�6���H¡��"���ª���������/����¬¢����7¢����&���/���:�§¢������¥�7�§��=)Á��¥�7�6�.�����H���7���7��¬¢ �6�/�_3È�6Ø��{�&���b�
�/�����/�6�B���b�Ìà����7�����/�&�b�6�.�7�0���.�����/¢������B¨B����´

o Ó"Ó1p�µ&s����/����¬¢��/��¢����&�.�����:�0���7��3È�6Ø��¥���.�����7�b¬¢YÎ °{Ð

µ����}�«�/�Rà��������.������6�.�7�J�.�«�J�)�����§��³��b���"���7���k¡����6�.�Y×u�b��À�&��¢)���������b� ��¢��/���§����¬¢��/�
¸s�.���:���7�¥���.�����/��£{�«Á��&��¬¢$�6���s���:���/�&���7¬¢)�������6�}��?Btè|H¶�0}|
m·0}x²o"w
n ¥ zåo.-ºt²r)~�nb´�µ��������
à����6±
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