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Teil 11
Losung der
Friedmann-Gleichungen

Im folgenden sollen die Friedmann-Gleichungen unter Beriicksichtigung der
Parameter k£ und A gelost werden. Dazu fithren wir noch einige weiter Ab-
kiirzungen ein.

§ 1  Die kritische Dichte
Losen wir nun fiir den Fall A = 0 die zeitliche Entwicklung der Hubble-

Funktion nach k auf: e o
k=" (87T_ p— H2)
c 3

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dafs £ nur von der Dichte p abhéngt. Wir
definieren nun -
Pe = und 0=2
8t Pe
wobei wir p, als die kritische Dichte bezeichnen, also den Wert von p fiir den
der Faktor & den Wert 0 annehmen wiirde. Wie nun einfach zu sehen ist,

ergibt sich daraus der folgende Zusammenhang:

2>1 <= k>0 das Universum ist geschlossen
ON=1 <= k=0 das Universum ist flach
N <1 <= £k <0 das Universum ist offen

Daraus ergibt sich, daf fiir 2 < 1 das Universum bis ins Unendliche expan-
dieren wird, wahrend es fiir 2 > 1 in einem ,,Big Crunch in sich zusammen-
stlirzen wird.

Der momentan giiltige Wert fiir p,. liegt bei p. ~ 1,67 - 107**g/cm?® Der ge-
messene Wert fiir Q2 liegt zwischen €2 = 0,1 und €2 =0, 3.

Es ist allerdings zu beachten, daft A dies beeinflussen kann.

2 hat Auswirkungen 2. Ordnung auf die Expansion des Universums.

Wir betrachten nun die Friedmann-Gleichung, umgeschrieben als

R__4nG _ 4nG 3H° _ QH
R 37T T3 %G 2




sowie die Taylorentwicklung von R(¢) um den Anfangszeitpunkt ¢t = ¢y:

R(to) 1 R(ty)
Rito) (t—to) + 3

2 R(to)
Da nun aber H(t) = R/R gilt, folgt daraus nun:

R(t)  R(t)
Rity) ~ R(to)

(t —to)?

R(t) 1520 2 2
=1+ Ho(t —ty) —=—H:(t -t
R(to) 0( 0) 22 0( 0)

wobei Hy = H(tg) und Qq = Q(ty) gilt. Hierbei wird der Index 0 bei € oft
weggelassen.
Wobei man hier auch oft den Bremsparameter

Q0 R(to)R(t)  R(t)

2 R2(t) R(t)H?(t)

einsetzt.

§ 2 Die Zustandsgleichungen

Fiir die Entwicklung des Universums miissen wir nun drei verschiedene Typen
von Zustandsgleichungen betrachten.

(i) Materie: Normale Materie wird durch die Expansion des Universums
in seine drei Raumrichtungen ausgediinnt, es gilt also:

pm < B2
Die Materie wird von Kosmologen oft auch als Staub bezeichnet.

(ii) Strahlung: Die Energiedichte der Strahlung nimmt sowohl wegen der
Expansion als auch wegen der kosmologischen Rotverschiebung ab: Es
folgt also

pr o< R~

(iii) Vakuum: Die Vakuumenergiedichte (= A) ist unabhéngig von R, also
gilt:
Pv = const

Wenn man diese Zustandsgleichungen nun in die Friedmann-Gleichungen ein-
setzt, erhélt man unter Beriicksichtigung der Randbedingung R(t = 0) = 0
jeweils ein anderes Weltmodell.



Der jeweilige Skalenfaktor wird dann durch Hy und wy bestimmt:
Die Friedmann-Gleichung fiir t = t; lautet dann:

Setzt man nun 2y und Hy = RO /Ry ein, erhdlt man

HZR? — HXOR? = —k

c Lk 1/2
Ro= (o
Hy\Q—1

Wie man hierraus sieht, folgt nun:

Fir Q — 0 gilt Ry — ¢/H,, die sogenannte Hubble-Lange

Fiir 2 = 1 dagegen ist Ry beliebig.

Damit haben wir dann alles Notwendige, um die Friedmann-Gleichung fiir die
jeweiligen Félle zu 16sen und die Entwicklung des Universums zu verstehen.
Wir betrachten jetzt also die drei Falle:

k=0,+1,-1

und damit

§ 3 Materie-dominierte Universen

(3.1) Ein Universum mit k =0

Fiir den Materie-dominierten, flachen Fall, den sogenannten Einstein-de Sitter-
Fall, lautet die Friedmann-Gleichung wie folgt:

_ (G poRg
3 R3
Fir £ = 0 gilt nun Qg =1 und

T~ ouHIR = HIRS

R? R?=0

Damit lautet die Friedmann-Gleichung dann:

H(?Rg dR 3/2 p—1
— =0 =— — =HyR/’R'?
R dt 070

Um dies zu 16sen, wendet man nun die Separation der Variablen an und setzt

R(0)=0:

RZ

R(t

) 2
R'?dR = HyRY?*t 533/2@) = HoRY*t
0



3.2 Ein Universum mit k = +1 4
(3.2)

Somit gilt also:
3g. \ 23
Fiir £ = 0 expandiert das Universum also bis ins Unendliche, sein momenta-
nes Alter (R(ty) = Rp) wird gegeben durch
2
~ 3H,
Als Erinnerung: Die Hubble-Zeit betriagt H, = 9, 78Gyr/h.

to

(3.2) Ein Universum mit k = +1

Fiir den Materie-dominierten, geschlossenen Fall lautet die Friedmann-Gleichung:

: 87G po RS : H2R3Q,
R — 0= 2 — R0 2
5 R R
Wenn man nun das R aus den Zustandsgleichungen einsetzt, erhdlt man:
R2 H02 CSQO 1 —C2

T HMQ— 132 R
was sich dquivalent als

dR 3 1/2 . c Q
. > 1 t = ——— "9
7 C(R ) mit § Ty (o — 177

schreiben lafst.
Mit der Randbedingung R(0) = 0 ergibt eine Separation der Variablen:

R(t) dR R(t) Rl/QdR
t = S v v
‘ / (E/R—1)7 / E—R)7

Mithilfe von Integration durch Substitution ergibt sich daraus:

mit Rzﬁsinzg = g(l —cosO) = ct= g(@—sine))

6.5k

to/h [Gyr]
o, @
n o

o1
o

P
o
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(3.2)  Ein Universum mit k = +1 5

Das Alter des Universums t; kann dann gewonnen werden, indem man fol-
gende Gleichung 16st:

C
Ho(Q — 1)1/?

= g(l — cos Oy)
1 ¢ QO

= 2 T, (1) 1)3/2(1 — cos Og)
Daraus ergibt sich dann:
2-0Q 2
cos O = q P — sin@p = Q_(QO — 12
0 0

Wenn man diese Ergebnisse nun in die Gleichung fiir ¢t einsetzt, erhéalt man:

1 Qo 2—Q 2 1
to 2, (Qo — 1)3/2 [arccos ( O ) Qo( 0 )

[ \ ]
15 | o :
| 1

|

20 40 60
t-t, (arbitrary units)
Da R einer zyklischen Funktion gehorcht, ergibt sich hieraus auch, daf ein

geschlossenes Universum eine begrenzte Lebenszeit hat.
Die maximale Expansion wird erreicht bei © = 7 mit einem maximalen

Skalenfaktor von
C QO

- FOHO(QO —1)3/2

Nach dem Zusammenfallen zum ,Big Crunch” zum Zeitpunkt © = 27 betréagt
die Lebenszeit des geschlossenen Universums
™ Qo

t= Fo (Qo — 1)3/2

Rmaw - §



(3.3)  Ein Universum mit k = —1 6

(3.3) Ein Universum mit k = —1

Schlieklich noch der Materie-dominierte, offene Fall. Dieser Fall ist sehr &hn-
lich zum .,k = +1“Fall: Fiir £ = —1 ergibt sich fiir die Friedmann-Gleichung;:

dR ¢ 1/2 , ¢ Q
_— = — 1 = -
T c (R + ) mit ¢ Ho (1= Q)2

Nach der Separation der Variablen erhélt man hier mit einigem Rechnen:
_ ¢
R = §(cosh ©-—1)
_ Sy
= = §(smh@ - 1)

wobei die Integration wieder mittels Substitution durchgefiihrt wurde.

0.2 0.4 0.6 0.8
Q

Um das derzeitige Alter des Universums in diesem Fall zu erhalten, ist zu
beachten, daf hier

2—-0Q
cosh Oy = 0 0 und
. 2 1/2
sinh©y = —(1 — Qo)
Qo

gilt mit einer identischen Herleitung wie im Fall £ = +1, so daf hier also gilt:

2 — 0+ 2(1 — Q)12
Qo

2

)32 Q—O(l — Q)% —log (

1
- 2H, (1 -

to



(3.4)  Zusammenfassung 7

(3.4) Zusammenfassung

Man kann die Ergebnisse im Materie-dominierten Fall nun umschreiben, in-
dem man die Funktionen S; und C}) benutzt

R = KkR(1-Cy(O))
¢t = KR(O— Si(O))

wobei
sin © cos® wenn k= +1
Sp(O) =< © und Cp =1 1 wenn k=0
sinh © cosh® wenn k = —1

Die obigen Gleichungen werden die Cycloiden Gleichungen genannt. Der cha-
rakteristische Radius R wird gegeben durch
Q
R=— 0
Ho2(k(Q — 1))3/2

vg 1. Peacock, 1999

Desweiteren ist zu beachten:

1.) Die Cycloiden Gleichungen konnen auch als das Resultat einer New-
ton’schen Kollapses oder einer Newton’schen Expansion einer sphéri-
schen Massenverteilung erhalten werden.

2.) © wird auch der Entwicklungswinkel genannt, es kann gezeigt werden,
dafs er mit der ,konformen Zeit“ iibereinstimmt.

10.0

R()/R

0.1

0.0 0.5 1.0 1.5
cti2nR




§ 4 Die Vakuumenergie

Da in den Zustandsgleichungen auch eine Vakuumenergiedichte auftaucht,
miissen wir uns nun, nach der Losung der Friedmann-Gleichungen fiir den
Materie-dominierten Fall, Gedanken dariiber machen, was Vakuum ist.
Dazu mufs man sich klar machen, dafs Vakuum nicht einfach nur leerer Raum
ist, sondern der Grundzustand einer physikalischen Theorie

(vgl. dazu ,Reviews: Caroll, Press & Turner (1992), Caroll (2000)).

Da ein Grundzustand in jedem Koordinatensystem der gleiche sein sollte
folgt, dak Vakuum Lorentz-invariant ist

TR -
O\

Nach Peacock, 1999, Fig 1.3

Die Zustandsgleichung lautet dann (nach Zeldovich, 1968):

2
Pvac = —PovacC

Dies folgt direkt aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik: p,q. mufs
beim Kompression oder Expansion konstant bleiben. Dies gilt nur fiir diese
Zustandsgleichung:

dE = dU + PdV = pye.c*dV — ppacc?dV =0

Die Vakuumenergiedichte p,.. definiert nun Einsteins KosmologischeKon-
stante

A = 87Gpuac
Wenn man nun p,4. zur Friedmann-Gleichungen hinzufiigt, kann man
Q, = 87Gpyac _ A
3H? 3H?

definieren.

§ 5 Friedmann mit A #£0

Die Friedmann-Gleichung mit A # 0 lautet (nach Reviews: Caroll, Press &
Turner (1992), Caroll (2000)) wie folgt:

. 2

R 8tGp kA
2 N ek _ N T
H(t)_(R> 3 R2+3




Nun definieren wir die €2s:

87Gppm,
Q=
3H?2
A
Oy = —
A 3H?
k
0, = ——
’ R§H{

Wegen der Friedmann-Gleichung gilt dann:
Qo+ +%=0+Q, =1

Nun ist es einfacher, mit einem dimensionslosen Skalenfaktor zu arbeiten,
wir definieren also

R(t)
Ry
Damit lautet die Friedmann-Gleichung dann:

(d)2__8WGpmp koA

3a? a’R2 3

a

Da pp, = pmoa > gilt, folgt nun nach dem Einsetzen der Qs

N 2

a Q, 1-Q,—Q
) =m 2 tm A )
(m&) + i

a’d a?

Wenn man nun die Zeiteinheiten durch Einheiten der heutigen Hubblezeit
ersetzt

T:H()'t

C%):1+Qm(%—1>+QMf—1)

mit den Randbedingungen a(r = 0) = 1 und %|,_, = 1. Fiir die meisten
Kombinationen von €2, und 24 mufs dies numerisch gelost werden.

erhilt man:



(5.1) Qp>1 10

A<D

spatially open
spatially closed |

A=D

Q
L B S L e e e e e e

1 2
Q= 46,

B
o
w

nach Caroll, Press & Turner, 1992, Fig. 1
Mit A ist die Entwicklung des Universums komplizierter als ohne:
e unbegrenzte Expansion ist moglich fiir 2 < 1
e Fiir grofe 2, gibt es keinen ,Big Bang"

e Fiir grofe (25 gibt es eine mogliche ,Herumlunger-Phase*

(5.1) Q4>1
4 ! ]
s A
1;_ Today _;
0E O T W e T Ol O B O E
3 2 -1 0 1

t=H, t

Herumlungerndes Universum mit

Q= 0,55, Qp = 2,055

Fiir grofe €25 erhalten wir eine Kontraktion aus dem Unendlichen und eine
Reexpansion, es gibt also keinen ,Big Bang".

Fiir leicht kleinere €2, existiert in der Vergangenheit eine Phase, in der @ ~ 0
gilt, wir haben ein sogenanntes ,Herumlungerndes Universum®.



(5.2) Q<1 11

Die Schwelle fiir die Existenz eines Wendepunktes liegt (nach Caroll, Press
& Turner (1992)) dann bei

N _ = = ctm
QA = QA,schwell 4Qm {Ck |:30k < Qm ):| }

wobei k = sgn(0,5 — ,,) und Cj wie zuvor definiert ist.

Quasar mit z = 5, 82

Fiir den Qp = Q4 schwen-Wendepunkt z.B. existiert ein minimales a. Und da
142z = 1/a folgt aus der Existenz des Wendepunktes ein maximal mogliches z.

1 . ([1-9Q,

(Caroll, Press & Turner (1992))

Da nun aber Quasare mit z = 5,82 beobachtet wurden, bedeutet dies, daf
Q,, < 0,007 sein mufs, was eindeutig nicht mit den Beobachtungen iiberein-
stimmt. Daher mufs Q5 < 1 sein.

(5.2) Qr <1

Fiir Q) < 1 gibt es zwei Entwicklungsmoglichkeiten:

e Materie-dominiert, dhnlich zu den bisherigen Ergebnissen

e A-dominiert, exponentielles Wachstum



(5.2) Q<1 12

Die Altersberechnung ist dhnlich zu der mit 2, = 0, aber meist nur nume-
risch 16sbar.
Als Ergebnis ergibt sich:

Universen mit €2, > 0 sind alter als solche mit 2, = 0. ‘

Die analytische Formel fiir das Alter ist (nach Caroll, Press & Turner (1992))

t = 281nh_(((1 - Qa)/Qa)l/Q)
3Ho(1 — Q)12

fir Q, <1 wo Q, =0,7,, +0,3(1 — Q) Fir Q,, =0,3, Qy =0,7, Hy =
T0kms~ Mpc™ ergibt sich nun ein Alter von ¢t = 13, 5Gyr.
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